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IlIkoJsicku orjiean u3 00J1acTH OCUMJIALINjA

Muonpar K. Panosuh, Jlparan 'b. Pagusojesuh
Ipupoono-mamemamuyru Gpaxyimem y Huuwy, Bumeecpaocka 33, 18000 Huw

AmnctpakTt. OBJIe je MPHUKa3aHO HEKOJHUKO OTJie[a W3 00JIACTH OCIWIIAIlNja, KOjU 3aXTeBajy
Behe aHrakoBamke YUYCHHKA Kako y W3BOlemY orjiera Tako U y NMPUMEHH MaTeMaTHYKOr
anapara. AHAJM3UPAHU CY YCIOBH OCIIMIOBaba (PU3UUKOT KIIATHA, OCIIMIOBAF:E TOP3UOHOT
KJIaTHA, CIIPETHYTO OCIIMJIOBAKE JIBA KIIATHA, AMOPTU30BAHE U IIPUHYHE OCIMIALH]E.

Kiby4He peuu: ocrimianuje, KIaTHO, pe30HaHIIA.

OCHHUWJIOBAIE ®U3NYKOI' KIIATHA

OIBNYKO KIATHO je CBaKO KPYTO TEJIO KOje OCIIIYje OKO HEeTIOKPEeTHE XOPH30HTAITHE
oce y mosby cune 3emibuHe Texe. [Ipy TOM ce HWeroBo TEKUILITE Hala3d Ha HEKOM
pactojawy / m3BaH Tauke ocioHua. OBo pacrojambe ce neduHuLIe Kao ,,peayKoBaHa
nyxuHa (usmakor kimatHa. OcumioBambe (U3MUKOr KJIATHA ce omucyje auepeH-
LI1jaJTHOM jeTHAYNHOM:

. mgl
gt 9= 0, (1)
rae je ca / je 03HaYeH MOMEHT MHEpLIMje Tena, a ca ¢ yrao oTkjoHa. [IBe Tauke n3Han
NpOMEHJbMBE O3HauaBajy ApYrdM M3BOJA IO BpeMmeHy. Peulewme oBe jenHauuHe je
nepuonuuHa (yHKUMjA €A yraoHOM (PEKBEHLOM: @° = (mgl)/ 1. OOWYHO, KJIATHO
3aMovHbe OCLUIIOBAKE U3 aMIUTUTY THOT NOJI0Kaja, Na hie ocunioBaTy no 3akoHy:
9=, cos(w-1). )
Kaxko je mo nedpunuumju o =27/7 , T0 CIENM Aa je Nepro: T =271/ (mgé) . OpnaBne

CJIelW J1a c€ HAa OCHOBY Mepema Meprosia OCLMIOBaka (PU3NYKOT KIaTHA ¥ MO3HABAKEM
HEroBe Mace W peayKoBaHE Iy>KWHE, MOXKE OJpPEIUTH HeroB MoMeHT mHepimje. OBo je
MOTO/IHO y CiydajeBrMa Kaza TeJlo MMa HempaBuiHy (Gopmy u pacmnopen maca. M3 m3pasa
3a epHoJl OCIIMIIOBAbA CIIEM Aa Ce MOMEHT MHEPIIHje MOKE OJIPEAUTH Kao:

2
I=mgl-(i) . 3)

2r
VYV oBOM orieny, KOpUCTU ce IpBeHa JIeTBa ca Ba T'BO3/IEHa Tera KOju ce MOry
noMeparu Iy € INTO je LIeMaTcKu npukaszaHo Ha ciuuu 1. Ha oko 1/4 netBe je
MOHTHpPAH OCJIOHAI] TakaB Ja OMOryliaBa HEOMETaHO OCIWJIOBamE JIeTBE. 1E€roBu ce
HaJla3e ca jeJHe W qpyre CTpaHe OCJIOHIIA.
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V oBOM cityuajy mocMaTpamo TeJlo Koje ce cacTOju Of
i TpH 1ena, JeTBa u ABa Tera. OBO TeNO MMa jeIUHCTBEHO
1 TeXHINTE (YUjU TOJI0XKA] 3aBUCH O]l pacriopena TeroBa).
Opn oBor pacriopena he 3aBUCHTH BPeIHOCT peXyKOBaHE
IOy)KWHe, Teproja OCLWJIOBamba W YKYMHOT MOMEHTa
VHepLyje Temna.

Mace TeroBa Mory OuTM JaTe WIM C€ H3Mepe Ha
MOYETKY Mepea, Kao U Maca caMe JIETBe.

3a cBakM TNOJOXaj ,J0mer Tera“ Tpeba NpoOBECTH
KOMIUIETHY TpOLEAYpy Mepema M cpadyHaBawa a
I MOTOHO je Na ce pe3yJiTaTh YMHCYjy y oarosapajyhy
tabeny. (IlpetnocTaBka je &a cy Tela XOMOIeHa ca
TEXMIITIMA Y HHXOBUM T€OMETPUjCKUM CpeIuIlTHMA.)
I'enepanHo, Hajripe Tpeba OAPEmUTH TEXKHWINTE CHCTEMa
KOju ce cacToju ox ieTBe U 1aBa Tera (Cruka 1.).

CJIMKA 1. ®u3u4Ko KJIaTHO.

3ajaTak ce IOjelHOCTaB/bYje ako ce ,,fOpHU Ter, uuja je BpeaHOCT Mace iy,
(uxcupa y nonoxajy /. Y eKCIepuUMeHTy ce momepa ,,JowU Ter ( my,,lp,) y oqHocy
Ha ocJioHall (o[l Hajyla’beHUje Tauke Ha JIETBH J0 HEKOT MaJol pacTojama MpH KOMeE je
LIE0 CHCTEM jOII YBEK y CTAOMIIHOj paBHOTEXH).

[Nonoxaj yKyHmHOT TEXKHMIITA C€ Haja3W MPEeKO jeJHAKOCTM MAaCeHUX MOMeEHara ca
HBEroBe jeqHe W Jpyre cTpaHe o ocioHua. Koja crabuiHe paBHOTEXKe, YKYIHO TEXKHUIITE
ce Hajla3W ca [I0ke CTpaHe OJ OCIIOHLA TIe Ce Hajla3e M TeXKHUIITE ,,JOker Tera u
TeXULITE JieTBe ca napamerpuma (m;,ly; ). OpaBne ce, TpaxkeHa peayKoBaHa JyXKHUHA

KJIaTHa 33 JaTy Mo3uuujy ,,I0mer Tera™ oapehyje kao:

€=mT2'lT2 +my Ly —myy -y . @)
my +myp +mpy

3a cBaky KoHpuUrypauujy Teroa ce U3Mepu yKyIHO BpeMe 7, 3a KOje KJaTHO U3BpLIM
1" IyHux ocuunauyja (20 go 50) v ogatie onpeny nepuo OCLUIOBaka 7 1o Gopmyau
T=t,/n.

Ha ocHoBy nartor u3pasa 3a Mepuoj OCLUIOBamba, caja c€ MOXKE OIPeAUTH MOMEHT
nunepuuje tena: [ =mgl - (r/ 271')2 .

Pesyntatu Mepema ce MOry Npuka3aTu rpaguuky Kao 3aBUCHOCT U3MEPEHOr nepuoa
OCLIMJIOBatba O] pelyKoBaHe AyXKHMHe KnaTHa 7 = f (ﬂ) U 3aBUCHOCT MOMEHTa UHepLUje
o[l penykoBaHe ayxuHe [ = f (f)

OOnMK OBMX 3aBHCHOCTM CE€ MOXeE MPOLEHUTH ako ce mMa y Buay lllTajHeposa
Teopema: =1, +m(*. MOMEHT MHepLHje MOKe camo Jia pacTe ca nopactoM ( o1 Heke
MOYeTHE BPETHOCTH.

O6nuk ¢pyHKIHje rzr(l) je Majo CIIOKeHWjH W MOXe ce TpeaBuiueTH kopuctehu
u3pas:

I, +ml* L 1 )

T=27 L=272’ =27 | —*—+—
mgl mgl mgl g
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3a mano ( (xama ( TeXW HyNmW), Opyru cabWpak TeXW HyJIM a TPBH pacTe Ka
OeckoHauHOCTH. Jlakie, mepruox ocumioBamwa pacte. Ca npyre ctpaHe, kaga je { BeJUKo,
NpBH cabupak MMa CBe Mam¥ 3Hadyaj (TEXH HyJHN), a fie OBO KJIaTHO OCLMIIOBATH MOITYT
MaTeMaTHIKOT, a IPUOJ OCIMIOBamka pacte. OBY 3aBHCHOCT Tpeba HOTBPAUTH OTIIEIOM.

OCHHUJIOBAILE TOP3UOHOI' KIATHA

Top3uja (yBpTame) je CrenujalHu clyvaj elecTHdHe aedopmariije Kao MOCIeIuIe
JeJoBartba MOMEHTa CHUJia Koje Helyjy Ha elacTUYHO Telo. MOMEHT cuiia JOBOOM 10
TaHTeHLMjaTHUX HAloOHAa KOjU je Ha OcM HyJa a pacTe mnpema nepudepuju Tena.
Enactuyne cune he TekuTH ma Tesio BpaTe y MPBOOMTHU TOJNOXaj IUTO TOBOAM 10O
ocLmoBama Tena. [Ipumep 3a 0BO je TOP3MOHO KIIaTHO, Koje je MPUKa3aHo Ha CIMLH 2..

Kon Top3uoHor knatHa (Cnuka 2.), xuua je

— npuuBpuihena Ha oba Kpaja OK je TO CpenuHU

(ukcupaH MeTanHM Hocay (IIWMKa) Ha YUjUM ce

KpajeBMMa Haia3W Mo jeJaH Ter (TeTOBU Cy TIO

MIPaBUITY jeTHAKWX Maca W Haja3e ce Ha jeTHaKIM
pacTojamuMa O XKHIIE).

I I AKO ce TeroBu W3BeNy U3 PABHOTEXKHOT

nojokaja W TyCTH Ja oOcLuyje, KiaTHo he

< > OCLMJIOBATH Y XOPU3OHTANHOj PaBHU Ca HEKUM
HEPUOIOM OCLIIOBAA T .

XKuua nyxwuse | , W momympedHuka ro
yBpHyhe ce nenoBameM MOMEHTa ciiie M 3a Heku
yrao o Ha MeCTy JejoBamkba MOMEHTa (CpeanHa
KHuLe). MIcToBpeMeHo JKHla je ocTalia y ToYeTHOM

CJIMKA 2. Top3HoHo KJ1aTHo. TMOJIOKajy Ha CTpaHU Koja je ¢ukcupana (y oBoM

Clly4ajy To cy o0a Kpaja KuLe).

EnacTiuHm MOMEHT CHIie je MpOoMopIOHaaH YIily yBpTama o : M =c'-a , TOe je ca

¢’ 03HaUYeHa TOp3MOHa KOHCTaHTa. MoMeHT cuiie fie y3poKoBaTh OCLMIOBakE KiIaTHa ca

MEepHOIOM OCLMIIOBambA!
T=27nJ1/c", (6)

rae je ca/ je o3HaueH MOMEHT MHepLMje KiaTHa. Onasae je:

472
=21, ™)
T

Besa u3mel)y Mmonyna topsuje £, M TOp3MOHE KOHCTaHTe, 3a Cllyyaj 1a je jenaH Kpaj

Kuue (PUKCUPaH a 1a Ha ApYTH AeNyje MOMEHT cujle je:
oM _TE 4 ®)
a 2]

Kako je mmunka ca TeroBuma (pukcupaHa Ha MOJOBUHU LY)KUHE JKULE, TO je pacTojatbe
yBpTawa XKule 1Ba MyTa Mame. VcroBpemeHo he ce yKymHM MOMEHT YABOCTPYYMTH,
MOIUTO Ha LEHTPAJHU AEO0 JKHLE JAeNlyjy MOMEHTH Culla HACTAMX YBPTameM TOpHer u
NOWET Jieia ule, To he u HacTanu eekt Outu aBocTpyko Behn. 300r Tora mocienmu
u3pa3 Tpeda MOMHOXHTH ca pakTopoM 2. Tako ce moduja:
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,_2_M 271'EY 4 27-F 4

= A Lont. )
a 2(1/2) [
W3 nocnenmer n3pasa 1 Be3e KOHCTaHTe ¢’ ca NMePHOJOM OCLIMIIOBaba, CIIeAN:
/ 271
E, = T ==1. (10)
2r-vr, T"r,

MoMeHT uHepLMje KIaTHa je 30Mp MOMeHaTa MHepLMje IIUIKEe M TeroBa Ha HbeHUM
kpajeBuma. [1o3HaTo je 1a MOMEHT MHepLMje WTana Jy)kKuHe L 1 Mace m, y OTHOCY Ha ocy

HOpMaJIHy Ha CpeJuHy U3Hocu: [ = (1/ 12)mL2 . CBaku of1 TeroBa Ha KpajeBnma mace m, he
¥MaThH MOMEHT uHepuwje: I, =m,d*, Tae je ca d O3HaYeHO PacTojarme O LEHTPATHE

XKHLE 10 TI0NI0Kaja TeXMINTA Tera. YKyITHM MOMEHT MHepLMje KIaTHa je Tako:

| 2
[=—mL +2m,d". 11
T ’ (11)

Ha ocHOBY mM3MepeHNX BpeIHOCTH MOXKE Ce M3padyHaTH MOMEHT WHepLHje KiaTHa a
3aTUM ¥ Tpa)kKeHN MOIYO TOp3Hje MaTepurjaia of Kora je HalpaBJbeHa KUIA.

Kako ce TeroBu Mory omMepaTH I10 MU, TO C€ y OTJIeTy MOXKEe U IIPOBEPUTH YTHUIIA]
OBOT pacTojarma Ha MOMEHT MHEpIHje U MePUOJ OCIIMIOBamka KIIaTHA.

NMPUT'YIIEHE XAPMOHNJCKE OCHUJIAIIMJE

Kon cBakor peanHOT OCUMJIATOPHOT CUCTEMA CIJIa TPeba WK CHla OTIOpPa CPEIuHE ce
He Moxe u30ehn, ma je cBako peajHO OCLMIIOBAaKkE€ Mambe WINM BHIIE MPUTYIIEHO
(amopTu3oBaHo). [lpermocraBka je na je cuma OTmopa CpeauHe cpasMepHa Op3uHH
KpeTama (IITO BaXXH 3a Majie Op3WHE) a MOXKE C€ 3amicaTh Kao: F =—bx, 1a jefHadynHa
KpeTama OCLUIaTOpa NMa O0JHUK:
mx =—hkx —bx. (12)
O3HauMMO OCHOBHY YraoHy Y4eCTAHOCT ocuwnauuja ca o, , (k=ma? ). Takobe ce
nokasyje Jia je morogHa cMeHa: b =2m/f3 . HakoH oBora npeTxoHu 13pa3 nocraje:
F+2p+wix=0. (13)
OnHoc BenmmurHa @, W f nedunaucahe pa3nmduTe BpCTe MpUrymiema. Y ciydajy aa je
[ <o, , IpUrylIemhe je Malo a OCLIIOBAmkE je Keasu-nepuoduyro. Pemleme mperxomHe
jeIHaYMHE Y OBOM CITy4ajy je jeqHavYiHa KpeTama:
x(t)z A, exp(— ﬁt)~ sin(a)t + go). (14)
OcumnoBame ce oliBHja ca yraoHOM ydectaHolhy w Koja ce pas3iukyje ox @, . thuxos
onHoc je: @® = —f*. AMIIHTyJa OCUMIOBaKa ONaja €KCMOHEHLMjalHO ca
BPEMEHOM U OMKCaHa je U3Pa3oM: A(t)= A, exp(— ,Bt) .
Kon npuryiieHor ocUMIOBamka yBOAU CE U M0jaM JeKpeMeHma npucyuiersd, Kao 0THOC
IIBE Y3aCTOMHE aMIUIUTYIe:

k=%=exp(ﬁT). (15)
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JloraputaM MpPEeTXOAHOT M3pa3a je TO3HAT Kao: JIO2APUMAMCKU OeKpeMeHm
npuzywierna:

5=1nk=1nﬂ=m. (16)

A(t + T)

OBaj eKCrepuMeHT ce Moxe edukacHo
peaM30BaTH Ha [Ba HAYMHA. JeaH je Ja ce Teso
KOje OCIIIyje TOCTaBM y cCpeinHy ca BehnMm
Koe(UIUEeHTOM Tpewma (Ha MpuMep Yy CyI ca
BOJIOM), a JIPYTH je Ja TeJO OCUWIYje Y Ba3IyXy
ami ma ce m3abepe TakaB OONWK, &a je cuia

ks
,
b
p . ’
OTIIOpa BasdyXa 3HauajHa IITO M Y jeAHOM U Y
A_______d__ﬁﬂ_}

JOpYroM ciyyajy HOBOAM 1O TMPHUTryLIEHOT

OCLIMJIOBAA KOje j& OUMIIIETHO U MEPJBUBO.
Orunient ce U3BOIM ca KIIATHOM Y Ba3[yXy 4Hje

cy Z[I/IMCHSI/Ije TaKBE€ J1a C€ MPUTYLIEHE HE MOXKE

3aHEMApUTH.
CJIMKA 3. KnarHo koje ocuuiyje Hajmpe ce onmpemu mepwom OCIIOBAKbA.
aMOPTH30BAHUM OCLMIIALM]AMA. 3aTuM Cce TPHCTYIIAa Mepemhy aMINIUTYAa
ocIuIoBama.

KnatHo ce u3Besie U3 paBHOTEXKHOTr nonoxkaja (1=0:4=A4,) 1 OycTd Ja ocLuiyje.

OunTaBa ce BpeAHOCT aMIUINTY/Ie HAKOH CBaKe MyHe OCLIALMje 1 BPETHOCTH C€ YHOCE y
onrosapajyhy Tabemy.

Mepemwa ce MNOHaBIbAjy BHIIE X 4
nyTa a OuYWTaHe BPEAHOCTH 3a A
CBaKy aMIUTUTYly yCpebanajy.

Ha ocHOBy u3MmepeHuXx BpenHO-

CTH, CKULMpa ce rpaduk OCLUIIO-
Baba. OOJIMK OBE 3aBUCHOCTH je 0
NpyKa3aH Ha cauLu 4.

Ha ocHoBy wu3MepeHUX U

YCPEIbEeHUX BpPEIHOCTH Yy3acTo-

,AU
MHUX aMIUIATYy[a, CpadyHaBa Cce
JIOTapUTaMCKH  ICKPEMEHT TIpUry- CJIMKA 4. TpajextopHja KO IPUTYIICHOT
miema o, Ha OCHOBY Hera Koedu- OCLIMJIOBAA.

LMEHT NpuUryuiema f,

NPUHYJIHO XAPMOHMNJCKO OCIIMJIOBAIBGE

Tena mocexnyjy HeKy OCHOBHY (PpeKBEHILy OCLIIOBaba OKO 3agate oce (Kao LITO je TO
ciydyaj ca (U3MYKAM WM MaTeMaTHYKUM KJIAaTHOM). YKOJHMKO Ha Telo (WM HEeKH
OCLMJIATOPHU CHUCTEM) JeNyje CroJballliba IIepHOJUIHA CUIa, OHa fie y3pOKOBaTH HEroBo
NPHHYIHO OCLWIOBaEke. Y TOM Clydajy aMIUIATyda OCLMJIOBamba hie 3aBHCHTH OJ
yckialjeHocT (pekBeHLe NoOyAHe CUlle @, U CONCTBEHE (PPEKBEHLIE OCLMUIOBAA Tela

@,

o
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IlpeTnocTaBMMO Ja ce TMpUHyJHA CUJIa Memha 10 TEPUOJMYHOM 3aKOHY:
f=F,-coswpt. Ha Teno he pmenoBaTu joml M enacTMYHa cvla: f, =—k-X M CHIa
oTnopa cpeauHe: f, =—n-X. Y OBOM ciy4ajy, AudepeHurjaiHa jeaHaunHa KpeTamba
nobuja 00HK:

mx =—kx —1x + F, cos wpt . 17)

I[ToroaHo je yBecTH cMeHy 1a je: k/m =’

c AU n/m=283 , ka0 u F/m=f,.
HaxkoH Tora, jeqHaunHa KpeTama q00wja 00JIHK:
¥+ 2/% + @lx = f, cos wpt . (18)
IMocnenma jeqHaumHA je HEXOMOTeHa nu(epeHIjaTHa jeTHaunHa. JIEBIM JIeIoM OBe
jelHauMHe ce OIMKCYyje TNPHUIYIIEeHO OCHUIOBalke Ca CTeeHOM TMpHryiewma [
(npernocraBuhieMo &1a je MpUTyLIEHEe MaJlo (ﬁ <a)o). AJn Ha JIecHOj CTpaHM HUje Hyla
Beh ynpaBo HexoMoreH#u feo jeqHaunne. OMITe peliemne je 00IrKa:
x=A, exp(— ﬁt)cos(a)Ft + (,/))+ X, (19)
VKOJIMKO je Telo y MOYeTHOM TPeHYTKY GWIo y MHpY, oHO fie moueTn aa ocuuiyje y
3aBUCHOCTH O] OHOCA U3Mel)y BeroBe corncTBeHe peKBeHIe U (ppeKkBeHLe U aMILTUTY IS
puHyIHe cuite. [TapTukynapHo pewerse je: x, = Acos(wpt + ).

HakoHn nanaxema TIPpBOT U OPYTOr M3BOJA 1O BPEMEHY W 3aMEHOM Y IMOYETHHU H3pas,
JIOJIa3M Ce IO CUCTeMa jeTHAuNHA:

A(a)02—a)F2)cos¢—2ﬂAa)F-sin¢=f;

A(a)02 —a)Fz)sin¢+2,BAa)F -cos=0. (20)
W3 npyre jenHavyrHe crienu BpeIHOCT ase:
200
L @
@Dy —Op

JoK Be3a u3Mely jenHauumHa (30Mp HBUXOBUX KBajpara) Aaje BPEJHOCT aMILIUTY.Ie
NPUHYIHUX OCLMJIALNja;

A= / . (22)
\/(C"o2 - ("Fz)"‘ 4,3250F2

AMIHTyIa NPUHYAHAX OCHUJIALMja Cpa3MepHa je aMIUTATY M TIepHOIMYHE CHIIe KOja
JieTyje, 0K ce OTIOp CPerHe jaBlba Kao orpaHu4aBajyhu ¢axrop.

AMmnnTyna TpUHYIHUX ocuwialwja hie ce moBefiaBaTH ako ce cMamyje pasiika y
(pekBeHIMjaMa MPUHYAHE CHJIE W IOCMaTpPaHOr Tena. TEeOpHjCKU IOCMaTpaHo, aKo
HOKpeTayKa CUJia UMa UCTy ()PEeKBEHIy Kao LITO je U CONMCTBEeHa ()PEeKBEHIA OCLIMIOBAHA
TeJa W JAeNlyje DOBOJBHO Myro, aMILUTMTyda OCLMJIOBAaFa Tela MOXKE Ja HEOTrPaHMICHO
ropacTe, OJTHOCHO IO Mepe Kojy Ie(pHHUIIE OTTIOp CPEIrHE.

AMIIMTYyOa TPUHYAHUX OCLMIAlMja hie MMaTH MakCUMyM Kana je (peKkBeHLa
NpUHYAHE CHJIe:

2 2 2
o, =0, =25, (23)
Jlok hie pezoHaHTHA aMIUIATY A OUTH jeHAKA!

4t (24)
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TeJla a aMIDIATyda OWTH CBe
Beha, mTO je KoepHUUjeHT
oTnopa cpenuHe MamK. Ha
cmiM S. je TpHKa3aH TOK
3aBUCHOCTH aMIUTUTYJle Off i
onHoca ()eKBEHIM TPHUHYIHE 0,5 1,0 1,5 20 @
cuie 17} COTICTBEHE
(pekBeHIle Tenma 3a Heke
BPEIHOCTH OTIOpA CPeANHE.

L B=01,

Hagenene 3aBHCHOCTH A4

nokazyjy nma he ¢pekeeHma R

PEe30HaHTHOT  OCLHIIOBarba [+ | _~B=0

OuTH cBe OIMKA COMCTBEHO] / L .

dpekBeHIH OCIIMOBAKA ! g B
i
1
1

=

_B=0

|
11
()
[
[
11

0,
CJIUKA S. 3aBHCHOCT aMITIATY€ O (PPEKBEHIIE
MIPUHYIHE CHIIE.

V oBIe OMUCAHOM EKCIIEPUMEHTY ce MepH aMIUIUTYJa OCLHIOBaka MaTeMaTHIKOT
KJIaTHa Koje ce y TOYeTHOM TPEeHYTKYy Halasu y cTamby MupoBama. Ha mera ce moxe
NPEHEeTH JIeJoBambe MEePUOIMYHE CHJIe Koja MOTHYe Ol OCLMJIOBama (U3MYKOr KIaTHa.
@Du3NUKO KJIATHO je MAacHBHO MMa ce cMaTpa Ja je mheroa ()pexBeHIa CTabuiiHAa y TOKY
Mepewa. JlenoBambe Ha MaTeMaTHYKO KIaTHO ce OcCTBapyje mpeko ocoBuHe. OBO je
NPUKA3aHO HA CIULM 6..

MareMaTHYkO KJIaTHO WMa  CBOjY
(bpekBeHIly OCLUIIOBakbA 0, NOK (U3HIKO ﬁ ‘ﬁ
KJIaTHO OCLIMITyje ca (ppeKBEHIIOM w Koja ce
MOXKE MewaTH (MemambeM pelyKoBaHe
Jy’>)KUHE) y 3a1aTiuM okBupuma. [1pu Tom je
Ba)XHO  00e30emuT  Ja  (pekBeHLa
OCLMJIOBaba (PM3MYKOT KiIaTHa (Koje BpLIX
noOyy) Moke OUTH Mama uiu Beha o w,,.
Takohe Tpeba oOe3bemnwTn ma amIUTUTYyAa
ocUWIoBaka (U3MYKOr KjaTtHa Oyne
cTallHa. Mepu ce BPEMEHCKU IepUoj
ocuwianyja (pU3MYKOT KJIaTHA, OJAKJIe ce
CpauyHaBa H-eroBa ()peKBeHLa.

OBe ocomiangje ce TpeHoce Ha CJIMKA 6. Ilpukas orneza.
MaTeMma-THYKO KiatHo. OHo he modetn ma
ocuuyje

Y CKJIaay ca 3aKOHUTOCTMMA KOje Cy MPEeTXOAHO M3HeTe. Hberopa aMIuinTy1a OCUUIOBabA
ce MepH npema peepeHTHOM JIelhUpy a pe3y/iTaTH yHoce y oaroBapajyhy tabemny.

Ha ocHoBy mopmataka u3 Tabene Tpeba HaupTaTh rpauk KOju IMOKazyje MPOMEHY
aMIUIMTYe OCLWIIOBama ,, 4 MaTeMaTHYKOT KilaTHa y QyHKOMjU (pekBeHle (Guznukor
KJIaTHA (IPUHYIHE CUJIE ).

OdeknBaHa 3aBUCHOCT je MpuKazaHa Ha ciuim S5.. Ca moOmjeHor rpaduka ce Moxe
MPOLIEHUTH COTICTBEHA (PPEKBEHIIA OCLUIIOBahba MaTEMaTUUKOT KIIaTHA (.
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CJAT'AIBE OCIHIUJIAIIMJA IBA KJIATHA

Mosxe ce jaBATH CiIydaj KaJia Cy y MeXaHIMYKO] BE3W JIBa Teja KOja MOTY OCIMJIOBATH
WCTOBPEMEHO, CBAKO HEKOM CBOjOM OCHOBHOM (pekBeHLOM. HbuxoBo yKymHO
(ctiperHnyTO) OocumoBame he ce omBUjaTH Ha CIIOKEH HAauyWH, (3aBHCHlie Ol COTICTBEHMX
(pexBeHIM, aMIuMTyga W (asa) WTO Ce y HEKUM CilydyajeBUMa MOXe JeTalbHO
aHaTM3UPATH.

OBgpie je npuKa3zaH city4aj Be3e pU3MYKOT U XapMOHHjcKoT KiiaTHa. OBaj ormen crnajaa y
OHE KOjU Ce MOTY W3BECTH y J1a0OpaToOpHju U HbHMe NEeMOHCTPUPATH TPEHOC M 0UyBabe
eHepruje Npu OCLUIIOBAbY Y M30JIOBAHOM MEXaHMYKOM CHCTEMY.

Ananmzy ocuunoBama hemo
3aroveTH ca YBUIOM y CUTYyalujy
KaJa  KJIaTHA  MHPY]Y. 4

MOMEHT CuJle Yycjen AenoBama
(u3MUKOr KaTHA Koje je canma
OTKJIOBL€HO 33 HEKU YTao. CJIMKA 7. C10)€eHO OCLMIIOBALE.

Kotyp je y Mupy mrTo 3Haun /a MOCTOjM jeAHAKOCT MOMEHATa KOju JeJyjy Ha Hera.
INpema o3Hakama Ha cmim Ouhe: k(x, —so)-R =m'glsing, . 3a mane yriose he Gutu:

PaBHOTEIKHOM CTamy, H3LYKEHE 5=10 — m'g-Isin @
ornpyre U3HOCH (xo - SO), W Tajaa Ha |
je mg=—k(x, —s,). I

x=0_—_

V paBHOTENKHOM CTamy, KOTYp .
j€ 3apoTHpaH 3a HEKH yrao 300T X, |
JeTioBaba MOMEHTa Cuile KOjH m |
npousBoaM ompyra ca Terom. Ha b
IpYroj CTpaHH ce T[0jaBibyje g |
x5, |

sing = ¢, a ounraenHo je: s, =R-¢, .
Kana cucteM Huje y paBHOTEXH (M3UYKO KJIATHO fie OCHHMIOBATH OKO MOJOXKaja ¢,
TNOJ1 ZIEJIOBakbeM MOMEHATA CHJIA & IITO CE OMKCYje jeTHAYMHOM:

I¢+m'gf-¢=kR(x—s). 25)
XapMOHHjCKO KITaTHO fie OCLMIIOBATH OKO TOJIOXaja X, Y CKIALy ca AeNOBAmbEM CUIIE
€JIACTUYHOCTH OTIpyTe:

mx = —k(x—s). (26)
Ha camom nmoueTky Mepema, nojece ce (1360poM Mace Tera Ha ONpys3u U MOMEpabeM
nojoxaja Tera (PM3UUKOr KJIaTHA) HUXOBU MEPUOIM OCLMIOBAKbA TAaKO 1a Cy jeIHAKH.
OBo ce onucyje U3pazuma:
’
i=a)02,1<a0 u m_gf:woz' (27)
m 1
Tpeba umatu y BUAy Ja MOCTOjU AUPEKTHA 3aBUCHOCT: s=R-¢. YBonehu o3Haky:

mR*I™" = § , konauno ce no6uja:

&+w02(1+5)~¢=w025%-x,
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it+w, x=m, R¢. (28)
V orneny, oCUMIIOBalke CUCTEMa TMOYMIE TAKO IITO ce (PU3MUKO KIATHO OTKJIOHM 3a
aMIUTMTYJHU yrao W MycTH jAa ocuuiyje. HberoBo fie ce ocuuioBame y TOKY BpeMeHa
onucaTh KocuHycHoM ¢yHKIujoM. [Ipu ToM, mpeko KoTypa, DoJia3u A0 MoMepaja Tauke
Belllatba XapMOHMjCKOT KJaTHa ,,§° Koja OCIMIyje Kao M (U3MYKO KJATHO Ta TaKo
3aMovHbE CBOj€ OCLIMIIOBAE M3 MAaKCHMATHOT OTKJIOHA.
XapMOHMjCKO KJIaTHO CBOj€ OCLIMJIOBAbE 3aM0UMIbE W3 CTamba MUPOBamba, MOKPEHYTO
JeTIoBambeM (pr3nNUKOr KIaTHA.
IMonmazehn ox cucrema jegHaumna 28, MOTY Ce OIPEOUTH MApPTHKYJIapHA pelickha 3a

2 2 2 2
JIBa MOJIa OCLIWJIOBAKa CUCTEMA Kao: @ =@, (1 + 25) no =0, .

daze Tamaca he ocuMIOBaTH Kao Cpelmbe BPETHOCTH OBHX YTaOHWX (PEKBEHIIM.
OcuusioBame 1Ba KJIaTHa ce MOXe OMKCATH pellalyjama:

§=4,+4, 08

w,N1+26 —w, w,N1+26 +w,
—4——2% .t |cos| L——2¢ |,

2 2
w,N1+20 —w, .| wN1+26 + o,
—————2 ¢ [sin f't

3romHO je paam Mepema y JIabopaTopHju 1a ce ca yraoHux (pexBeHmm mpehe Ha
nepuoje ocuuinoBama. Kama ce yBele Mepuol OCLUUIOBaWma aMILIUTYAE 7, U TNEPHOJ

X =X, +X,sin|

(29)

ocuuI0Bamkba cpa3e Trs BHUXOBO OCLHUJIIOBAKBE CE€ MOXKE OMUCATU U3pa3ruMa:

¢=¢,+¢,cos 27rL cos 27rL ,

7, 7,
. t . t

X=X, +x,sin Zﬂ'z_— sin 27rT— . (30)
A S

HuxoBe ammutyzne u ¢ase he ce MewaTu ca BpeMEHOM Y 3aBUCHOCTH O]l TOTa J1a JIH
cy y ¢asu nodyne wnn y a3y npuryliemha kao U BpeOHOCTH Mapamerapa orjena a npe
cBera BeJMYMHE MOJyIpeyHuKa Touka R. OuekuBaHa 3aBUCHOCT KOja ce PErucrpyje y
OrJIe]ly je MpuKa3aHa Ha HApPEIHOj CIMLHM:

¢

CJIMKA 8. OyekrBaHa 3aBUCHOCT OCLIMJIOBaMha JIBa KJIaTHA.

VKynHa eHepruja OBOT CUCTEMa je OrpaHNyeHa MOYEeTHUM YCJIOBUMA U CTajHA y TOKY
n3Bohema ornena (y3 HEMUHOBHY aMOPTH3allMjy ca BPEeMEHOM ycied Tpema). M3 Tora
CJIeIN a je:
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X 2 ¢ 2
—_— — | =1. 31
(XA} +(¢AJ b

Ob6a ki1aTHa He MOTY HMCTOBPEMEHO MMAaTH aMILUIUTYyJHE BPEIHOCTH. 3ampaBo, Kajaa
OTKJIOH jeJIHOT KJIaTHa MMa aMIUTHTYAHY BPEIHOCT, eJIOHTaluja apyrora je Hyna. To ce
MOKe YCIEeLIHO IEMOHCTPUPATH Y OTIMCAHOM OTJIETY.

V oxBHpYy OBOI' Orjiefla MOTy Ce TpaTUTH NPOMEHe aMIUIUTYIe jeOHOT M Ipyror
KJIaTHa, PErucTpoBaTH BPEAHOCTH Y3aCTONHHUX eJIOHTallkja Kao M MEPUTH BPEIHOCTH
neproJa OCLMJIOBaKka aMIUIMTyAa. Ha OCHOBY OBHMX TojaTaka Mo)Xe ce KOHCTpyHcaTh
rpaMuKy NMpUKa3 ocLuiIoBama. [ eHepaiHo, 3aBUCHOCT OBMX OcLijaLyja Tpeba aa uMa
TOK Kao IITO je TO OBJe NpHKa3aHo Ha cauiM 8. (Y3 onaname aMIUTUTYe Yciel Tpemwa).
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School experiments on oscillations

Miodrag K. Radovi¢ , Dragan . Radivojevié¢

Abstract: A few experiments on oscillation, which require bigger commitment from the
students in both performing the experiment and using mathematical knowledge is shown in
this paper. However, the laws of physics, which are visibly demonstrated, justify the
invested effort. The conditions of oscillation of physical pendulum and the oscillation of
torsion pendulum are analyzed. Also the oscillation in the case when amortization due to the
effect of compulsory periodic force and coupled oscillation of two pendulums are analyzed
too.

Keywords: oscillation, pendulum, resonance



